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Introduction en frangais

1 Croissance, vieillissement et division cellulaire

La dynamique microscopique des populations de cellules est un phénoméne complexe
lors duquel de nombreux facteurs rentrent en jeu. L’étude de ces populations au niveau
des individus a permis la découverte et la compréhension de nombreux phénomeénes, tel
que le transfert de génes entre les espéces. De plus, de nombreuses techniques [BSJ04],
comme la fluorescence ou la cytométrie, permettent d’observer les populations de cellules
et de récupérer de nombreuses données. L’exploitation de ces données nécessite alors la
compréhension des biais liés a la procédure d’échantillonnage dans la population ainsi que
la modélisation de la dynamique des population de cellules au niveau microscopique. La
construction d’un tel modéle requiert la prise en compte de certaines caractéristiques qui
jouent un role clé dans les mécanismes cellulaires. Ces populations sont donc dites structurées
car le cycle de vie et la dynamique de chaque individu dépend de caractéristiques. Nous
donnons ici quelques exemples de dépendances entre les différents processus intervenant
dans la dynamique de populations de cellules.

Croissance et division cellulaire

Un des mécanismes majeur intervenant dans la dynamique des populations de cellules est
la division cellulaire. Il est associé & la croissance cellulaire. Les techniques modernes de
suivi de population de cellules a 1'aide de microfluides [WRP*10] permettent de suivre la
dynamique d’'un grand nombre de cellules et ainsi de récupérer une quantité importante de
données. Elles consistent & piéger les cellules dans des cavités de petite taille. Lorsque la
cellule se divise, la cellule fille se retrouve hors du creux. Elle est alors évacuée par le flux
d’une solution qui circule au-dessus des cavités. A I’aide de ces techniques microfluidiques,
Wang et al. [WRP*10] ont mis en évidence la stabilité du mécanisme de croissance pour
la bactérie E. coli. Une question se pose alors : comment les cellules contrélent-elles leur
taille et ’homéostasie, i.e. le maintien & une valeur bénéfique pour I'individu, de la taille 7
Différents modéles ont été proposés pour expliquer le controle de la taille par les bactéries :
le modeéle "timer" dans lequel la durée de vie de chaque individu est fixée ou encore le
modeéle "sizer" ou la taille & la division est fixée. Récemment, les travaux de Taheri-Araghi
et al. [TABS'15] ont permis de valider expérimentalement, pour les bactéries E. coli et
Bacillus subtilis, le modeéle "adder". Dans ce modéle, la taille de chaque individu augmente
d’une valeur fixée entre deux divisions. Par ailleurs, les modeéles "sizer" et "timer" ont été
invalidés par ces mémes expériences. Plus récemment, le modeéle "adder" a été validé pour
la levure Saccharomyces cerevisiae [SRA16].

Ces études ont mis en évidence un comportement moyen pour le mécanisme de croissance
de cellules mais aussi une certaine variabilité phénotypique au niveau individuel. Celle-ci
est en général bénéfique pour les populations de cellules puisqu’elle permet par exemple une
plus grande résistance aux perturbations extérieures. Pour un apergu des différents travaux
portant sur les causes de cette hétérogénéité, nous renvoyons le lecteur a [SA02] pour le cas
de Saccharomyces cerevisiae et [Ave06] pour un cadre plus général. En particulier, pour le
cas de la levure, les taux de croissances et les tailles des individus sont trés hétérogénes au
sein d’'une méme population. Les différences de tailles sont dues a la division asymétrique
de la levure (voir Figure 1.1) car les cellules filles sont plus petites que leur ancétre direct.

Vieillissement cellulaire

Un autre mécanisme largement étudié pour les populations de cellules est le vieillissement
cellulaire. Pour S. cerevisiae, ’age se compte habituellement en nombre de fois ou la cellule
s’est divisée. Dans une population de levures, la part la plus importante est constituée
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FIGURE 1.1 : Image issue de [SRA16]. A. Cycle de croissance et division de la levure S.
cerevisiae. B. Microcolonie de S. cerevisiae. Un marqueur fluorescent colore en rouge le
noyau des cellules et en vert ’anneau séparant le bourgeon de la cellule mére, indiquant
ainsi une division.

d’individus "jeunes", qui ne se sont jamais divisés. Ceci impacte la fitness de la population
car un certain nombre de caractéres physiologiques des cellules sont liés a ’age, comme la
taille ou la durée d’un cycle avant division. Kale et al. [KJ96] ont étudié la résistance de S.
cerevisiae & I'exposition aux UV en fonction de I'age des individus. Ils ont observés que
la résistance aux UV augmente dans un premier temps avec ’age, atteint son maximum
pour les cellules ayant subis 8 divisions puis décroit avec I'dge. Ainsi, cette augmentation
de la résistance n’est pas due a I’augmentation de la taille des cellules avec 1’age car les
cellules les plus agées sont les plus vulnérables & I'exposition aux UV. Elle peut par contre
s’expliquer par une régulation dépendante de I’dge de la production des protéines chargées
de réparer les dégats causés par les UV. La résistance aux stress extérieurs dépend donc de
I’age de la cellule. L’age est donc un facteur important a considérer lors de la modélisation
de populations de cellules. Pour plus de détails sur les différents changements au niveau
individuel dus au vieillissement cellulaire et leur role éventuel dans le vieillissement cellulaire,
nous renvoyons le lecteur a [DLJB14].

Les premiéres études sur le vieillissement cellulaire chez S. cerevisiae ont mis en évidence
un phénoméne de rajeunissement : le dernier bourgeon d’une cellule avant sa mort est
encore capable de se diviser [Joh66, Ml71]. De plus, les cellules filles issues des derniéres
divisions ont une durée de vie en terme de reproduction moins longue que les cellules issues
des premiers bourgeons. Ceci plaide pour l'existence de "facteurs de vieillissement" vérifiant
les conditions suivantes [HGOS| :

e ils s’accumulent avec I’age,

e ils sont répartis de maniére asymétrique a la division entre la cellule mére et la cellule

fille,

e leur absence ou leur réduction entraine une augmentation de la durée de vie de la
cellule,

e l'augmentation du nombre de facteurs de vieillissement entraine une diminution de la
durée de vie de la cellule.

L’ADN ribosomique extrachromosomique (ERC en anglais) satisfait ces conditions. Il est
I'un des candidats potentiels pour expliquer une partie du phénoméne de vieillissement chez
la levure. Les progrés récents dans la collecte de données, notamment grace aux techniques
microfuidiques [CCK17]|, laissent espérer de nouvelles avancées sur la compréhension du
viellissement cellulaire. En effet, le suivi individuel d’une cellule tout au long de sa vie
permet de récupérer des données sur la durée de vie des cellules, la dynamique du temps
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entre deux divisions, mais également sur la morphologie des cellules [LVH" 12, XZZ*12].
Les effets du vieillissement cellulaire et ses causes peuvent donc étre étudiés plus en détails.

Le vieillissement chez S. cerevisiae semble donc étre étroitement lié a la division
asymétrique des cellules. Ce phénoméne a également été observé pour une bactérie avec
division asymétrique par Ackermann et al. [ASJ03|. Pour la bactérie E. coli, la division est
symétrique, ce qui rend I’'étude expérimentale du vieillissement cellulaire chez cette bactérie
plus compliquée. Stewart et al. [SMPTO05] ont suivi la croissance de colonies de cellules par
fluorescence pendant neuf générations, récupérant ainsi les données physiologiques de chaque
cellule. Lors de la division cellulaire chez E. coli, la cellule se coupe en deux parties de tailles
égales. Ainsi, chaque cellule fille hérite d’un pole nouveau, correspondant au pole issu du
milieu de la cellule mére, et d’un pdle plus ou moins agé. En particulier, la cellule fille qui
hérite du poéle anciennement nouveau de la cellule mére serait moins agée que la cellule qui
hérite du péle qui existait déja plusieurs divisions auparavant. Les expériences de Stewart
et al. [SMPTO05] révelent que les cellules possédant le pole 4gé présentent notamment un
taux de croissance plus faible et une probabilité de mort plus importante que les cellules
héritant du pole nouveau. Les résultats de cette étude plaident en faveur de ’existence d’un
phénoméne de vieillissement cellulaire chez E. coli dii & une asymétrie fonctionnelle comme
la localisation dans les poles de la cellule de certains composants.

Ainsi, ’étude de modéles individus-centrés pour des populations de cellules est motivée
par de nombreuses questions. De plus, les nombreuses dépendances entre les différents
mécanismes inhérents & la dynamique des populations de cellules nécessitent une approche
mathématique rigoureuse du probléme.

2 Processus de branchement et populations structurées

Nous nous intéressons dans cette thése a la dynamique de population sans interactions
structurées par un trait. Nous présentons dans cette partie les outils mathématiques pour
la modélisation de telles dynamiques.

2.1 Processus de branchement

Les processus de branchements sont des modéles individus-centrés sans interactions basés
sur une description probabiliste de la vie des individus. Les domaines d’application de
ces processus sont variés : ils peuvent servir & modéliser les populations de végétaux
ou d’animaux mais aussi les populations de cellules ou la dynamique de polyméres. La
présentation qui suit est inspirée de [AN72].

Processus de Galton-Watson multitype

Historiquement, les premiers processus de branchement ont été introduits indépendamment
par Bienaymé en 1845 puis par Galton et Watson en 1873 pour étudier la "survie" des
patronymes nobles. Ces processus permettent donc d’aborder des questions d’extinction de
population mais également d’étudier la stabilisation de caractéristiques spécifiques dans
une population telles que la taille ou le taux de croissance.

Pour étudier la dynamique de populations structurées, on associe a chaque individu une
caractéristique, souvent appelée trait. Celle-ci peut par exemple correspondre & un alléle
d’un géne dont on veut étudier ’évolution dans la population ou a I’état d’un systéme de
régulation des génes dans le cas de I'étude de 'effet d’un switch moléculaire. Le processus
de Galton-Watson associé est appelé processus de branchement multitype. Le nombre de
descendants et la transmission du trait d’un individu dépendent alors de son trait.

10
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Soit p = 0. On note (e;,1 < i < p) la base canonique de R?.
Définition. Un processus de Galton-Watson p-multitype est une chaine de Markov
(Zn, = (Zna,..., Znyp),n=0)
a valeurs NP de noyau associé :
P(Z1 =j|Zo =€) =pi(§), jeN’, 1<i<p,

et vérifiant pour tout n € N :

D Zni
2REDIDN =
=1 k=0

0l (&, 1 <@ < p,k = 0) sont des variables aléatoires indépendantes & valeurs dans NP dont
la distribution est donnée par :

P (ki =) =pi§), Vk=0.

La i-iéme coordonnée de Z,,, notée Z,, ;, correspond au nombre d’individus a la génération

n de type ¢ dans la population. On désigne par Zq(j; le nombre de descendant de type j a la
génération n d’un individu de type 1.

Critére d’extinction. Pour les processus de Galton-Watson avec un seul type, 'extinc-
tion de la population survient si le nombre moyen de descendants par individu est inférieur
ou égal a 1. Pour une étude plus détaillée des probabilités d’extinction pour les processus
de Galton-Watson, nous renvoyons le lecteur a [AN72|, Section I.A.5. Dans le cas multitype,
le critére d’extinction dépend de la valeur propre maximale de la matrice M dont les
coeflicients :
M;; =E [Zm , 1<id,j<p,

correspondent au nombre moyen de descendants de type j & la génération 1 d’un individu
de type i. On suppose que le processus n’est pas dégénéré i.e. qu’il existe 1 < 4,5 < p
tels que M; ; # 1. D’aprés le théoréme de Perron-Frobenius [Ser02], si M est une matrice
strictement positive, elle admet une valeur propre maximale p > 0 associée & un vecteur
propre & droite strictement positif u et un vecteur propre a gauche v. On désigne par q le
vecteur dont la i-éme coordonnée correspond & la probabilité d’extinction d’un processus
de Galton-Watson multitype issu d’un individu de type i. On a alors le résultat suivant :

Théoréme. Avec les notations précédentes :
o Sip<1,q=1 etle processus s’éteint presque stirement.

e Sip>1,q<1 etq estl'unique solution dans RP de f(q) = q, ou f désigne la
fonction génératrice de Z.

La preuve de ce résultat figure dans [Har63], Section I1.7. sous '’hypothése plus générale
suivante : il existe un entier N > 0 tel que M? soit strictement positive. Le processus est
dit sous-critique lorsque p < 1, sur-critique si p > 1 et critique dans le cas ott p = 1.

11
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' |
FIGURE 2.1 : A gauche : Généalogie descendante d’une population avec générations chevau-
chantes. A droite : Généalogie descendante d’une population avec reproduction saisonniére.

Comportement asymptotique. Les premiers travaux portant sur ’étude du compor-
tement asymptotique des processus de Galton-Watson dans le cas sur-critique sont ceux de
Harris (1963), de Kesten et Stigum (1966) et d’Athreya (1970). Introduisons tout d’abord
la condition suivante :

E [ZY; log ZY;] < oo, pour tout 1 <7,5 <p (k)

On a alors le théoréme suivant, dt & Kesten et Stigum :

Théoréme. On suppose que le processus n’est pas dégénéré et que M est strictement
positive. Alors, sip>1, on a :

Z
lim == =vW, p.s.,
n—+oo P
ot W est une variable aléatoire positive. De plus, P (W > 0) > 0 < (%) et si (k) est vérifiée,
on a pour tout 1 <1< p :

o [ [W’ZO = ei] = Uy,
o IP(W = O‘Zo = ei) = q;,
avec e; le i-éme vecteur de base de RP.

La preuve initiale de ce théoréme est donnée dans [KS66|. Les proportions asymptotiques
des individus de chaque type dans la population sont donc déterministes, données par le
vecteur propre a gauche de M. En temps long, le seul aléa provient des fluctuations de la
taille totale de la population. Une autre preuve de ce théoréme a été proposée par Lyons,
Pemantle et Peres [LPP95| basé sur la notion d’arbre biaisé par la taille détaillée en Section
2.2.

Dans les cas critique ou sous-critique, des résultats de convergence du processus condi-
tionné a la non-extinction ont été prouvés par Joffe et Spitzer. Nous renvoyons le lecteur
aux Sections V.4 et V.5 de [ANT72] pour le détail des résultats.

Processus de Markov branchants en temps continu et dimension finie

Pour I'étude des dynamiques de populations au sein desquelles la reproduction n’est
pas saisonniére telles que les populations de cellules, le modéle de Galton-Watson décrit
précédemment n’est pas adéquat. Les processus de Markov branchants en temps continu
sont plus adaptés & la modélisation de populations dont le générations se chevauchent
(voir Figure 2.1). Les premiers travaux sur la dynamique des populations en temps continu
a 'aide de processus de branchement sont dus a Yule et portaient sur des processus de
naissance et mort. Nous nous intéressons dans cette section aux processus avec un nombre

12
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fini de types, pouvant modéliser par exemple un état phénotypique pour I’étude d’un switch
dans une population de cellules. La définition d’un processus de Markov branchant en temps
continu est analogue & la définition en temps discret.

Définition. Un processus de Markov branchant p-multitype en temps continu (Z(t),t = 0)
est un processus de Markov & valeurs dans NP vérifiant pour tout t,s = 0 :

Zj(s)
Z(t+s)=> > ZFO(),
j=1 k=1

o Z;(s) est le j-ieme coordonnée de Z(s) et (ZFU)(t),t = 0) sont des processus indépendants
conditionnellement a Z(s) de loi identique a celle de (Z(t),t = 0) issu d’un individu de type

VE

Les caractéristiques infinitésimales du processus de Markov branchant en temps continu
sont :

e les paramétres des lois exponentielles qui déterminent les durées de vie des individus
en fonction de leur type,

e les distributions p( = (pgi), e 1@) sur NP du nombre de descendants de chaque

type d’un individu de type ¢, pour 1 < i < p.

En fonction de ces caractéristiques, les équations de Kolmogorov décrivent la dynamique
infinitésimale du processus. Nous renvoyons le lecteur & [ANT2] Section V.7. pour le détail
de ces équations dans le cas d’un processus de Markov branchant p-multitype.

L’analogue de la matrice M dans le cas continu est la matrice (M(t),t = 0) dont les
coefficients sont donnés pour tout 1 < i,j < p par :

Miy(H) = E| 2 (1)) .

ol Z j@ (t) correspond au nombre de descendants de type j au temps ¢ dans une population

issu d’un individu de type 7. On suppose qu’il existe un temps tg > 0 tel que pour tout

1 <i,5 <p, M;;(tg) > 0. Alors, d’aprés le théoréme de Perron-Frobenius, il existe une
valeur propre maximale p(tg) > 0 pour M (tg). De plus, on a pour tout ¢,s >0 :

M(t+s)—M((t) M(@t)(M(s)—1) d

= M(t)—
S S s—0 ()ds

M(s)|s=o0-
Il existe donc une matrice A telle que pour tout ¢t > 0 :
M(t) = exp(At).

Alors, A et M(t) ont les mémes vecteurs propres et si on désigne par Aq,..., A\, les valeurs
propres complexes de A, les valeurs propres de M (t) sont données par exp(Ait), ..., exp(Apt).
La valeur propre A; de partie réelle maximale de A est réelle. Elle est I’'analogue de p dans
I’étude en temps discret et est appelée paramétre de Malthus. Elle correspond a la vitesse
exponentielle de croissance de la population. Les résultats de convergence du processus sont
alors similaires & ceux du temps discret. On a en particulier le théoréme suivant :

Théoréme. Si le processus Z est non dégénéré et s’il existe to = 0 tel que M; j(to) > 0
pour tout 1 < 1,5 < p, alors on a :

Z(t)e M —— vV p.s.

t—+00
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ot v est le vecteur propre a gauche (strictement positif) associé & la valeur propre Ay de A
et W est une vartable aléatoire positive. De plus, on a équivalence entre les propositions
sutvantes :

o il existe 1 <k < p tel que P(W > 0|Z(0) = ex) > 0,
e pour tout 1 <i,j < p, E[§ jlog& ;] < o, avec (&q1,...,&p) distribué selon p.

Le poids exponentiel correspond a la croissance de la population et les répartitions des
types a la limite sont & nouveau donnés un vecteur propre a gauche.

Processus adge-dépendants

Les processus age-dépendant ou processus de Bellman-Harris constituent une catégorie
particuliére des processus de branchement. Ils permettent de modéliser des populations ol
la durée de vie des individus n’est pas distribuée selon une loi exponentielle. Dans ce cas, le
processus qui compte le nombre d’individus en vie au temps ¢t n’est plus un processus de
Markov et les résultats des parties précédentes ne s’appliquent pas. Dans un souci de clarté,
nous nous limitons ici a la description des processus de Bellman-Harris avec un seul type.
Nous renvoyons le lecteur a [Har63] Section VI.28 pour une généralisation au cas multitype.
On désigne par (Z(t),t = 0) le nombre d’individus en vie dans la population au temps

t. Les durées de vie des individus sont des variables aléatoires indépendantes identique-
ment distribuées de fonction de répartition G. A sa mort, chaque individu est remplacé
par un nombre aléatoire de descendants tiré suivant la distribution (pg,k = 0). L’objet
mathématique au coeur de ’étude des processus age-dépendants est encore la fonction
génératrice :

a0

F(s,t) = > P(Z(t) = k)s".

k=0
Cette fonction vérifie un équation intégrale qui résume la dynamique du processus. En effet,
si on note Iy la durée de vie de 'individu initial on a pour tout ¢t = 0 et |s| <1 :

F(s,t) =E (sZ“)) — sP(ly>1t) +E <sz(t)1l0<t) .

De plus, si on note g la variable aléatoire correspondant au nombre de descendants du
premier individu, on obtient :

t

E <sz(t)110<t> - J E (3220:1 Zk<t*“>) dG (u),
0

oll Zj sont des processus de Bellman-Harris indépendants. Finalement, on a :

¢
F(s,t) =s(1—G(t)) + f h(F(s,t —u))dG(u),
0
ot h désigne la fonction génératrice associée a la loi de reproduction (pg, k = 0). De cette
équation, on déduit une équation de renouvellement pour le nombre moyen d’individu M (t)
dans la population au temps ¢ :

¢
M(t)=1-G(t) + mJ M(t — u)dG(u),
0
ou m = h/(1) est le nombre moyen de descendants d’un individu. Si on suppose de plus

que G n’est pas une distribution sur un réseau (voir Définition VI.17.1 dans [Har63]), le
comportement asymptotique de M est alors donné par le théoréme suivant :

14
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Théoréme. Supposons que m > 1. Soit o > 0 telle que :
0
mf e dG(t) = 1.
0

Alors,
m—1

M(t) ~
Q am? SSO te=*tdG(t)

at
, T

— 0.

En particulier, la croissance est exponentielle & vitesse a ol o est le paramétre de
Malthus. Une expression asymptotique du second moment peut également étre obtenue
[Har63].

Les résultats obtenus dans cette thése portent sur une généralisation des processus de
Bellmann-Harris au cas ot la durée de vie ne dépend pas seulement de I’age de 'individu
mais d’un trait évoluant suivant une certaine dynamique. Notons que dans ce cas, le
formalisme des fonctions génératrices n’est plus adapté au probléme. D’autre part, la
transmission du trait joue un réle crucial dans ’étude de ces processus. En particulier, le
phénoméne de renouvellement est propre au processus structuré en age, ceci car chaque
individu nait a ’age 0.

2.2 Epine et arbre biaisé par la taille

Les travaux de Harris, Kesten-Stigum et Athreya sur les processus de Galton-Watson
multitypes sur-critiques mentionnés dans la section précédente ont permis d’exhiber la
répartition des types dans la population en temps long a travers le vecteur propre a
gauche de la matrice de reproduction M. La compréhension des mécanismes qui produisent
cette répartition est cruciale pour répondre aux questions liées au vieillissement cellulaire
détaillées en Section 1.

Les arbres biaisés par la taille constituent une premiére étape dans la compréhension des
biais liés a I’échantillonnage. Ces objets ont été considérés par Kallenberg [Kal77], Chauvin
et Rouault [CR88| puis Chauvin, Rouault et Wakolbinger [CRW91]. Lyons, Pemantle et
Peres [LPP95] s’appuient sur les arbres biaisés par la taille pour proposer une nouvelle
preuve du théoréme de Kesten-Stigum. A chaque noeud de I’arbre, on associe un label grace
aux notations d’Ulam, Harris et Neveu. Soit

u=1Jmr,
neN
I’ensemble des labels. La racine de ’arbre est notée . Lorsqu’un individu u € U meurt,
ses K descendants ont pour labels ul,...,uK. Ces notations permettent en particulier de
conserver la généalogie d’un individu grace a son label.
On introduit un nouveau type d’arbre aléatoire : les arbres de Galton-Watson biaisés
par la taille. Pour cela, on définit la distribution biaisée par la taille (pg, k = 0) par :
~ k
_ ke

Pk )
m

= 0,

ot m est la moyenne de la loi de reproduction (pg, k = 0). Les grandes fratries sont ainsi
favorisées. On construit alors ’arbre de Galton-Watson biaisé par la taille de la maniére
suivante :

e on commence avec un individu vy,

e il a un nombre de descendants distribué suivant p,
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e on choisit 'un de ses descendants uniformément au hasard, disons v;.
e les sous-arbres issus des autres descendants sont des arbres de Galton-Watson,
e on répéte les mémes étapes avec v au lieu de vy.

La suite de labels (vg, k = 0) forme I’épine. Soit a un arbre de Galton-Watson de longueur
n et v un individu a la génération n dans a. On a :

P((A..€) = (@) = %P (A, = a). (1)

avec A, et /Tn les variables aléatoires correspondant respectivement & un arbre de Galton-
Watson a la génération n et & un arbre de Galton-Watson biaisé & la génération n et &
la variable aléatoire correspondant & I’épine, c’est-a-dire au choix d’une lignée distinguée.
Remarquons en particulier que la mesure ainsi définie sur les arbres de Galton-Watson
jusqu’a la génération n avec une lignée distinctive n’est pas une mesure de probabilité car sa
masse est de m™". On note Z,, le nombre d’individus a la génération n dans a. On a alors
I’égalité suivante permettant de relier la loi des arbres de Galton-Watson sous la mesure
biaisée & celle sous la mesure non-biaisée :

P (A =a) = %P(An —a). @)

™ est une martingale, il est naturel d’effectuer le changement de

Comme W, := Z,m~
mesure correspondant et de considérer la mesure associée au processus biaisé. A ’aide
de cette nouvelle mesure, Lyons, Peres et Pemantle [LPP95] et Lyons |[Lyo97| proposent
notamment une preuve alternative au théoréme de Kesten-Stigum.

Cette décomposition a l'aide de 1’épine s’étend aux processus de Galton-Watson multi-
types en considérant une loi de reproduction pondérée par le vecteur propre & gauche de la
matrice de reproduction [KLPP97, BK04, Ath00]. Le cas des processus age-dépendants a été
traité par Olofsson [Ol098, Olo09]. Des généralisations en temps continu ont été proposés par
exemple par Georgii et Baake [GB03] pour les processus branchants multitypes afin d’étudier
les caractéristiques ancestrales des individus "typiques" dans la population. Enfin, la notion
d’épine a été développée et utilisée pour ’étude de divers processus. Nous renvoyons le
lecteur aux travaux de Kyprianou [Kyp04] pour I’étude du comportement asymptotique et
de I'unicité des propagations d’onde de I’équation KPP. Pour les processus de fragmentation,
I'utilisation de I’épine, également appelée fragment marqué, a été dévelopée par Bertoin et
Rouault [BRO05| et par Harris, Knobloch et Kyprianou [HKK10].

Hardy et Harris [HH09| ont généralisé la construction de I’épine au cas de traits infini-
dimensionels, notamment pour ’étude du mouvement brownien branchant. Tout comme
Lyons, Pemantle et Peres [LPP95], ils considérent ’ensemble T des arbres de Galton-Watson
(en temps continu) avec une lignée distinctive, a savoir I’épine. La suite des labels des
individus formant 1’épine est notée £ et le label de I'individu correspondant & I’épine au
temps t est noté &. L’ensemble 7 est muni de la mesure de probabilité P canonique pour
le processus de Markov branchant (Z;,¢ > 0) dont les caractéristiques sont les suivantes :

e la dynamique de chaque individu dans la population est donnée par une copie
indépendante d'un processus de Markov (X, ¢ > 0) sur un espace mesurable X'. On
note X;* le trait de v a l'instant ¢.

e un individu w meurt au temps ¢ au taux B(X}") ou B : X — (0,00) est une fonction
mesurable. On note 3, le temps de mort de u.
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e lorsqu’un individu v meurt & la position z, il est remplacé par A, + 1 individus & cette
méme position, avec A4, une copie indépendante de A(z) et P(A(x) = k) = pi(x)
pour tout k£ > 0. On note m(z) = >}, kpk(z) la moyenne de A(z).

e les individus évoluent ensuite indépendamment les uns des autres.

Ce modele trés général est trés proche de celui considéré dans les Chapitres 1 et 2. 11
permet en particulier de modéliser des populations structurées spatialement. Notons que
dans ce modéle les individus ne peuvent pas mourir sans laisser de descendants et que le
branchement est local c’est-a-dire que les descendants naissent & I’endroit ot meurt leur
parent.

On définit plusieurs filtrations sur ’ensemble 7 des arbres marqués avec épine qui
permettent de séparer les différentes informations dont on dispose. Nous donnons ici une
définition informelle de ces filtrations et renvoyons le lecteur & [HH09| pour leur définition
rigoureuse.

e F; contient toutes les informations sur le processus de branchement jusqu’au temps ¢
mais ne connait rien de 1’épine,

° .7?15 est construite & partir de F; en ajoutant les informations sur ’épine : elle contient
donc toutes les informations sur le processus de branchement et sur I’épine jusqu’au
temps ¢,

e G, est la filtration qui correspond au mouvement de I’épine. Elle ne contient pas
d’information sur la lignée a laquelle I’épine correspond dans I'arbre.

Pour x € X', on définit P* la mesure de probabilité sur (%, Fu) telle que <7~', Foos (Ft)i=0 » P')

soit le modéle canonique pour le processus de branchement Z avec

];D =0 <LJ.}%>.
t=0

Comme précédemment, Hardy et Harris définissent une mesure de probabilité Py partir
de P” pour laquelle I’épine correspond a une lignée dans ’arbre. Pour toute fonction
Fi-mesurable f, on pose

f%fd]% - f% 2115 +1Aydpx’

ueVy VKU

avec

f= Z Julie,—uys

ueVy

ou V; désigne ’ensemble des individus en vie au temps t et pour tout u € V4, f, est un
fonction mesurable par rapport & F;. La différence par rapport aux travaux de Lyons et al.
[LPP95, Lyo97] est que cette mesure est une mesure de probabilité. Sous cette mesure, la
dynamique de I’épine entre les sauts suit le processus de Markov (X, ¢ > 0) et a la mort
du représentant de ’épine, 'un de ses descendants est choisi uniformément au hasard pour
le remplacer. Ils considérent ensuite un changement de mesure a l’aide d’une martingale. Il
permet de prendre en compte les biais présents dans l'arbre, dus notamment & la croissance
de la population, de la méme maniére que Lyons, Pemantle et Peres [LPP95| (voir (2)).
Une des nouveautés apportées par les travaux de Hardy et Harris est la généralisation de la
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martingale considérée pour le changement de mesure. Soit ((¢) une Gy-martingale qui ne
dépend que de I'épine et soit ((t) la martingale donnée par :

~ 1+ A ¢
_ | | B | l — 5 B(&s)m(€s)ds
¢ o Trm(Es,) L HrmEs e 0

Le changement de mesure correspondant a celui considéré dans le cas discret (2) est alors
donné dans le cas continu par :

Ainsi, P est une nouvelle mesure de probabilités sur <’7~', .7?00>. Le comportement de 1’épine

sous la mesure P est alors I’analogue du comportement de I’épine lors de la construction
d’un arbre de Galton-Watson biaisé par la taille en ce qui concerne la reproduction. Des biais
supplémentaires apparaissent a cause du chevauchement des générations et de la dynamique
des individus entre les sauts. Le premier produit dans ’expression de la martingale Z permet
d’introduire le biais par la taille et le second entraine une accélération du temps : les durées
de vie des individus le long de I’épine sont plus courtes car le taux de division B(-) est
remplacé par (14 m(-))B(-). Pour une description précise du comportement de 1'épine sous
P, nous renvoyons le lecteur a [HH09]. Les auteurs d